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Рассматривается влияние модулирующего потенциала на поверхности нанотрубки в продольном маг-
нитном поле на теплоемкость вырожденного и невырожденного электронного газа. Последняя содержит 
как монотонные, так и осциллирующие слагаемые. Теплоемкость вырожденного газа испытывает осцил-
ляции, похожие на осцилляции де Гааза–ван Альфена, с изменением плотности электронов и осцилляции 
Ааронова–Бома с изменением магнитного потока через сечение трубки. В случае невырожденного газа 
остаются только осцилляции Ааронова–Бома. Изучение теплоемкости позволяет проследить за перехо-
дом от режима локализованных в ямах модулирующего потенциала состояний электронов к их свобод-
ному движению вдоль трубки. Рассмотрен предельный переход к двумерному электронному газу со 
сверхрешеткой. 
Розглядається вплив модулюючого потенціалу на поверхні нанотрубки у повздовжньому магнітному 
полі на теплоємність виродженого і невиродженого електронного газу. Остання містить як монотонні, 
так і осцилюючі доданки. Теплоємність виродженого газу випробовує осциляції, схожі з осциляціями де 
Гааза–ван Альфена, зі зміною густини електронів і осциляції Ааронова–Бома зі зміною магнітного пото-
ку через переріз трубки. У випадку невиродженого газу залишаються тільки осциляції Ааронова–Бома. 
Вивчення теплоємності газу дозволяє простежити за переходом від режиму локалізованих у ямах моду-
люючого потенціалу станів електронів до їх вільного руху вздовж трубки. Розглянутo граничний перехід 
до двовимірного електронного газу з надграткою. 
PACS: 73.63.Fg Нанотрубки; 
65.80.+n Тепловые свойства малых частиц, нанокристаллов и нанотрубок; 
65.40.Ba Теплоемкость; 
74.78.Fk Многослойные структуры, сверхрешетки, гетероструктуры. 
Ключевые слова: нанотрубка, сверхрешетка, вырожденный и невырожденный электронный газ, теплоем-
кость, магнитное поле. 
 
Введение 
Полученное И.М. Лифшицем и его учениками [1–3] 
решение проблемы восстановления энергетического 
спектра металлов по экспериментальным данным ока-
залось полезным и при изучении других систем. К ним 
относятся низкоразмерные наносистемы, органические 
проводники, слоистые системы с металлическим ха-
рактером проводимости. Теория явлений переноса в 
таких системах, основанная на концепции квазидву-
мерного электронного энергетического спектра, разви-
та в работах В.Г. Песчанского и его учеников [4–6]. 
Целесообразно использовать эту концепцию при изу-
чении свойств электронного газа на поверхности на-
нотрубки со сверхрешеткой. 
Интерес к системам со сверхрешетками обусловлен 
рядом причин. Они являются функциональными эле-
ментами многих приборов и устройств современной 
техники. Совершенствование метода молекулярно-
лучевой эпитаксии позволяет создавать такие системы 
в лабораториях. Существование в теории систем со 
сверхрешетками дополнительных параметров — ам-
плитуды и периода модулирующего потенциала — 
увеличивает число способов управлять их свойствами. 
Логика развития физики твердого тела такова, что в 
настоящее время объектами исследования являются не 
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только трехмерные системы со сверхрешетками [7,8], 
но и низкоразмерные системы. К ним относятся систе-
мы с двумерным электронным газом [9]. Особый инте-
рес вызывают свойства двумерных систем со сверхре-
шетками в магнитном поле. Число работ, посвященных 
этой тематике, неуклонно растет. 
В работе [10] рассмотрено поглощение и рассеяние 
света в двумерном электронном газе с одномерной 
сверхрешеткой в магнитном поле, перпендикулярном 
плоскости движения электронов. Эта геометрия ис-
пользуется и в статьях [11–17]. Предполагая модули-
рующий потенциал слабым, авторы статьи [11] чис-
ленно рассчитали для параметров GaAs зависимость 
энергии Ферми, теплоемкости, намагниченности, про-
водимости двумерного электронного газа от магнитно-
го поля. К сожалению, аналитические выражения для 
термодинамических величин, кроме исходных, в этой 
статье не приведены. Электромагнитные и магнито-
примесные волны в холловских сверхрешетках изуча-
лись в статье [12]. В работе [13] рассмотрены магнито-
плазменные волны в двумерном электронном газе с 
учетом сверхрешетки и параболического потенциала 
конфайнмента. Энергетический спектр электронов, а 
также магнитные квантовые осцилляции термодина-
мических величин и проводимости двумерного элек-
тронного газа с одномерной сверхрешеткой в магнит-
ном поле рассмотрены в статье [14]. В работе [15] 
учтено влияние магнитного пробоя на эти осцилляции. 
Осцилляциям де Гааза–ван Альфена и Вейсса в плос-
ком слое графена с учетом слабого модулирующего 
потенциала посвящена статья [16]. Более сложный 
случай двумерного электронного газа со слабым моду-
лирующим потенциалом в виде квадратной сверхре-
шетки в условиях квантового эффекта Холла изучен в 
работе [17]. Авторы этой работы рассмотрели магнит-
ные квантовые осцилляции проводимости двумерных 
проводников с квадратной сверхрешеткой. 
Метод молекулярно-лучевой эпитаксии позволяет 
создавать искусственную периодическую структуру не 
только в трехмерных системах и в двумерном элек-
тронном газе, но и на поверхности углеродной [18] и 
полупроводниковой [19] нанотрубки. Сверхрешетка на 
поверхности углеродной нанотрубки рассматривалась 
в статье [20]. Авторы этой статьи рассчитали орби-
тальную намагниченность электронного газа на по-
верхности трубки со сверхрешеткой в магнитном поле, 
параллельном оси трубки и сверхрешетки. Используя 
модель, предложенную авторами статьи [20], мы вы-
числили теплоемкость вырожденного и невырожден-
ного электронного газа. Как и в статье [20], здесь 
предполагается, что затравочный спектр энергии элек-
тронов однозонный и параболический. Во втором раз-
деле рассмотрена электронная плотность состояний, а 
в третьем и четвертом — теплоемкость вырожденного 
и невырожденного электронного газа. В заключении 
суммируются результаты работы. 
Плотность состояний 
Энергия электрона с эффективной массой m∗  на 
поверхности цилиндрической нанотрубки со сверхре-
шеткой в магнитном поле, параллельном ее оси, равна 
[7,21] 
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где 0, 1, ...m = ±  — азимутальное квантовое число, k  
— проекция волнового вектора электрона на ось труб-
ки z , 1σ = ±  — спиновое квантовое число, 
2
0 1 2m aε ∗=  — вращательный квант, a  — радиус 
трубки, 2a BΦ π=  — поток магнитной индукции B
через сечение трубки, 0 2 c eΦ π=  — квант потока 
[21], Δ  и d  — амплитуда и период одномерного мо-
дулирующего потенциала сверхрешетки [7], Bμ  — 
спиновый магнитный момент электрона. Квантовая 
постоянная здесь и ниже принята равной единице. Ес-
ли 1kd  , энергия продольного движения электрона 
принимает простой вид 2 2k m∗ , где 21m dΔ∗ = . 
Предполагается, что в рассматриваемом случае эффек-
тивная масса электрона для движения вдоль и поперек 
трубки одинакова. 
Плотность состояний электронов со спектром (1) 
вычисляется по формуле 
( )( ) mk
mk
σ
σ
ν ε δ ε ε= −∑ . 
Она равна 
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Здесь 0m mσ σε ε= , L  — длина трубки, θ  — функция 
Хевисайда. В отсутствие сверхрешетки спектр (1) 
представляет собой систему одномерных подзон с 
корневыми особенностями плотности состояний на их 
границах mσε . Модулирующий потенциал превращает 
этот спектр в минизоны шириной 2Δ  с границами 
mσε , 2mσε Δ+ . 
Отношение потоков 0η Φ Φ=  входит в (2) в ком-
бинации m η+ . Это позволяет ограничиться проме-
жутком 0 1η≤ ≤ . Последовательность расположения 
минизон зависит от η . Если 1 2η < , имеем 
2
0 1 1 2 ...ε η ε ε ε− + −< < < <  
Если же 1 2η > , то  
2
1 0 2 ...ε ε η ε− −< < <  
Здесь и ниже пренебрегаем спиновым расщеплением 
уровней. При 1 2η <  нижняя минизона расположена 
в промежутке 2 20 0, 2ε η ε η Δ⎡ ⎤+⎣ ⎦ , а следующая — в 
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промежутке [ ]1 1, 2ε ε Δ− − + . Энергетическая щель меж-
ду ними равна ( )0 1 2 2ε η− − ∆ . Ширина k-й щели меж-
ду ( )1k + -й и k-й минизонами ( )1, 3, ...k =  равна ( )0 1 2 2kε η− − ∆ . Обычно в экспериментах с трубками 
радиуса ( )7 610 10a − −−∼ см 0ε ∆ , а отношение по-
токов в достижимых магнитных полях гораздо меньше 
единицы, поэтому минизоны не перекрываются. Одна-
ко с ростом радиуса трубки их перекрытие неизбежно. 
На рис. 1 приведена безразмерная плотность со-
стояний 0 2A d Lπν ε=  (2) в двух нижних минизонах 
спектра (1) как функция 0ε ε  для параметров 0.1η = , 
0 0.1Δ ε = , обычно используемых в экспериментах 
[11,20]. 
Когда 0ε ε , входящую в (2) сумму по m  можно 
заменить интегралом. В результате спектр нанотрубки 
становится сплошным, а плотность состояний оказы-
вается равной 
 0
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L K
d
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ε
ε Δ
Δπ Δε
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Δ
ε Δ
επ εε
⎧ ⎛ ⎞ <⎪ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎪= ⎨ ⎛ ⎞⎪ >⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩
 (3) 
где ( )K k  — полный эллиптический интеграл 1-го рода 
с модулем k  [22]. Учитывая приведенную выше связь 
m∗  с Δ  и d , убеждаемся в том, что (3) представляет 
собой плотность состояний двумерного электронного 
газа с одномерной сверхрешеткой в отсутствие маг-
нитного поля, занимающего полосу с площадью 
2S aLπ= . Энергия электрона в такой системе равна 
[4–7] 
( ) ( )2, 1 cos2 xx y ykk k k dmε Δ∗= + − . 
Эта система получается разрезанием трубки по обра-
зующей и разворачиванием ее на плоскость. При 
2ε Δ  из (3) получаем плотность состояний двумер-
ного электронного газа в отсутствие сверхрешетки: 
0 m Sν π∗= . В точке 2ε Δ=  функция (3) имеет лога-
рифмическую особенность: 
( )
0
2 2ln
22
L
d
Δ
ν ε
ε Δπ Δε
= − . 
С ростом энергии она убывает по закону 
( )
0
2 1 , 2
2
L
d
Δ
ν ε ε Δ
εεε
⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠  . 
Для вычисления входящей в формулу (2) суммы по 
m  при 0ε ε  используем формулу Пуассона. Тогда 
mon oscν ν ν= + , где monν  — монотонная часть плот-
ности состояний (3), а oscν  — осциллирующая часть. 
Последняя содержит интеграл Фурье с конечными 
пределами, в котором подынтегральная функция имеет 
корневые особенности на пределах интегрирования. 
Асимптотика далекой компоненты Фурье этого инте-
грала известна [23]. Из нее получаем
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 _______________________________________________ 
Функция (4) осциллирует с изменением энергии элек-
трона и магнитного потока Φ . Амплитуда осцилляций 
убывает с ростом энергии пропорционально 1/4ε− . 
Вырожденный электронный газ 
Используя плотность состояний (3), (4), вычислим 
число электронов N , их энергию E , химический по-
тенциал μ и теплоемкость C  [24]. Сначала рассмот-
рим вырожденный электронный газ на поверхности 
трубки. 
В актуальном для трубок малого радиуса случае, 
когда при нулевой температуре электроны частично 
заполняют лишь нижнюю минизону, получаем 
 04 arcsin
2
LN
d
μ ε
π Δ
−−= , (5) 
Рис. 1. Плотность состояний (2) в двух нижних минизонах 
спектра (1) для значений параметров, приведенных в тексте. 
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А.М. Ермолаев, Г.И. Рашба, М.А. Соляник 
1036 Low Temperature Physics/Физика низких температур, 2011, т. 37, № 9/10 
( )( )0 0 0
4
11 arcsin 2 .
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μ εε μ ε ε Δ μ
Δ Δ Δ
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= ×
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Здесь 20ε ε η− =  — нижняя граница спектра (1), 0μ  — 
энергия Ферми. Из (5) находим энергию Ферми 
2
0 2 sin 4
dnπμ ε Δ−= +  
и энергию полностью заполненной минизоны 
2 1LE
d
εΔ
Δ
−⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠ , 
где n N L=  — линейная плотность электронов. 
Для получения теплоемкости электронного газа не-
обходимо выполнить зоммерфельдовское разложение 
функций N  и E  по степеням T μ , где T  — темпера-
тура (постоянная Больцмана принята равной единице). 
Это возможно, если химический потенциал располо-
жен вдали от особенностей плотности состояний, т.е. 
выполняются неравенства 
 ,T Tμ ε ε μ− +− −  , (6) 
где ε±  — верхняя и нижняя границы последней час-
тично заполненной минизоны. Поправки порядка 2T  в 
разложении N  и E  равны 
( ) ( )( )
( ) ( )( )
2 3/2
0 0 0
2 3/2
0 0 0 0
,
3
.
3
T
T
LTN
d
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d
π μ ε Δ μ ε ε μ
π μ Δ ε ε μ μ ε ε μ
−
− − +
−
− + − +
⎡ ⎤= − + − −⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 
Если 0 2T μ ε Δ−−  , то температурные поправки к 
химическому потенциалу и энергии равны 
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2 2
0
2
3/2
0
,
12
.
3 2
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L TE
d
πδμ
μ ε
π Δδ
Δ μ ε
−
−
= −
=
−
 (7) 
В Eδ  учтено слагаемое, обусловленное зависимостью 
химпотенциала от температуры. Из (7) получаем моно-
тонную часть теплоемкости нанотрубки: 
 mon
03 2
LTC
d
π
Δ μ ε−
= − .  (8) 
Используя (3), получаем теплоемкость двумерного 
электронного газа со сверхрешеткой в отсутствие маг-
нитного поля при низких температурах. При 0 2μ Δ<  
она равна 
1
0 0 0 01 1
3 2 2 2 2
mTSC E K
d
μ μ μ μ
Δ Δ Δ Δ Δ
−
∗ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
, 
  (9) 
где ( )E k  — полный эллиптический интеграл 2-го рода 
[22]. Коэффициент при T  в этой формуле вычислен 
точно. Если 0 2μ Δ , из (9) получаем стандартное 
выражение для теплоемкости двумерного электронно-
го газа без сверхрешетки 
3
m TS
C
π ∗= , 
в котором использована плотность состояний 0ν . В со-
ответствии с принципом Паули теплоемкость (8), (9) 
пропорциональна температуре, однако коэффициент 
пропорциональности является сложной функцией па-
раметра 0μ Δ . 
Осциллирующие части N  и E  при условиях (6) и 
0 0 2ε μ Δ<  равны 
 
( )1/4osc 0 0
2osc 0
0
3/2
0 01
14
2
1 cos 2 sin 2
4 sh
l
ll
N L
E d
l l
l
ε μ
μπ Δ
μ λΦ π
π π
Φ ε λ
∞
=
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞× −⎜ ⎟⎝ ⎠∑ ,  (10) 
где ( )1/22 0 0l lTλ π ε μ= . Функции (10) испытывают 
осцилляции, похожие на осцилляции де Гааза–ван 
Альфена, и осцилляции Ааронова–Бома с изменением 
величины 1/20μ , связанной с плотностью электронов и 
магнитного потока Φ . Первые обусловлены прохож-
дением корневых особенностей плотности состояний 
(2) на границах минизон через энергию Ферми. Это 
сближает рассматриваемые осцилляции с обычными 
осцилляциями де Гааза–ван Альфена в квантующем 
магнитном поле [24]. Однако неэквидистантность 
уровней энергии поперечного движения электронов на 
трубке приводит к появлению ( )1 20 0μ ε  в фазе ос-
цилляций (10). Эти осцилляции существуют и в отсут-
ствие магнитного поля. Их период равен 1 2m aτ ∗= . 
Измерение периода позволяет получить эффективную 
массу электрона. Амплитуда осцилляций убывает с 
ростом температуры, как и в случае обычного эффекта 
де Гааза–ван Альфена в квантующем магнитном поле 
[24]. Предсказанные в работах [21,25] осцилляции Аа-
ронова–Бома в многосвязных нормальных и сверхпро-
водящих системах проявляются во многих явлениях 
[26–28]. 
Из формулы (10) получаем осциллирующую часть 
теплоемкости нанотрубки: 
 
( )
( )
0
osc 1/4
010 0
0
0
4 1 cos 2
2
1sin 2 1 cth .
4 sh
l
l l
l
L
C l
ld
l
μ Φ
π
ΦΔ ε μ
μ π
π λ λ
ε λ
∞
=
⎛ ⎞= ×⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞× − −⎜ ⎟⎝ ⎠
∑
 (11) 
С ростом температуры монотонная часть теплоемкости 
(8) превышает осциллирующую часть (11), если ( )1/40 0 0T μ μ ε> . 
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На рис. 2 показана зависимость амплитуды основ-
ной гармоники осциллирующей части теплоемкости 
(11) 
3/41/2
0 0 1 1
0 1
cth 14
sh2
LB
d
ε μ λ λ
Δ ε λ
⎛ ⎞ −⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
от температуры при 0 0,1Φ Φ =  для значений парамет-
ров GaAs , которые обычно используются в экспери-
ментах [11]: 00,07m m∗ = ( 0m  — масса свободного элект-
рона), 610 смa −= , 0 0 10μ ε = , 10 мкмL = , 1мэВΔ = , 
3500d = Ǻ. Амплитуда B  достигает максимального 
значения при температуре 1/20 0( )mT ε μ∝ . 
Невырожденный электронный газ 
При заданном числе электронов химический потен-
циал невырожденного электронного газа определяется 
из уравнения 
 ( )exp mk
mk
N σ
σ
β μ ε⎡ ⎤= −⎣ ⎦∑ ,  (12) 
где β  — обратная температура. Входящие в это урав-
нение суммы вычисляются точно. Для вычисления 
суммы по m  используем формулу [29] 
( ) 2 22exp exp cos2 , 0 .
m l
lx m l x
x x
π π
υ π υ
∞ ∞
=−∞ =−∞
⎛ ⎞⎡ ⎤− + = − >⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠∑ ∑
 
Сумма по k  сводится к модифицированной функции 
Бесселя 1-го рода [30] 
( ) cos0
0
1 exI x d
π
φφ
π
= ⋅∫ . 
В результате решение уравнения (12) имеет вид 
( )
0
1
2 2
0
0 01
1 ln e
2
ch 1 2 exp cos 2 .B
l
Nd
L
lBI l
βΔβεμ β π
π Φβμ βΔ πβε Φ
−∞
=
⎧⎪= ×⎨⎪⎩
⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎪⎢ ⎥× + − ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎪⎣ ⎦ ⎭
∑
   (13) 
Отсюда видно, что химический потенциал испытывает 
осцилляции Ааронова–Бома с изменением магнитного 
потока через сечение трубки. Осцилляции, похожие на 
осцилляции де Гааза–ван Альфена, в этом случае от-
сутствуют. В отсутствие сверхрешетки они рассматри-
вались в статье [31]. 
Энергия электронного газа вычисляется по формуле 
( )ln exp mk
mk
E N σ
σ
βεβ
∂= − −∂ ∑ . 
Она равна 
 
( )
( )
2
0
0
0
0
2 1
2
2 1 2 th ,B B
NE m
I
B B
I
Φβεβ Φ
βΔβΔ βμ βμβΔ
⎧ ⎛ ⎞⎪= + + −⎨ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎪⎩
⎫⎡ ⎤′ ⎪− − − ⎬⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎭
 (14) 
где 
( )
( )
exp
exp
m m
m
m
m
m
P
P
βε
βε
−
= −
∑
∑ ,  
2
0
0
m m
Φ
ε ε
Φ
⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠ . 
Штрихом отмечена производная по аргументу функ-
ции Бесселя. 
Теплоемкость электронного газа равна 
( ) ( )
24 2
2 2
0
0 0
2 1 2
2
NC m mΦ Φβε βΔ
Φ Φ
⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎢ ⎥= + − + + + ×⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎩
( ) ( ) ( )( ) ( ) 22 20 0 0 0 2 .ch BB
B
I I I I
B
βμβΔ βΔ βΔ βΔ βμ
− ⎫⎛ ⎞ ⎪⎡ ⎤× − ⎡ ⎤ +′′ ′ ⎬⎣ ⎦ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎪⎭
  (15) 
Отдельные слагаемые в формулах (14) и (15) соответ-
ствуют слагаемым в энергии (1). Первое слагаемое в 
правой части формулы (14) представляет собой сред-
нюю энергию кругового движения электронов на по-
верхности нанотрубки, второе и третье слагаемые обу-
словлены продольным движением электронов вдоль 
трубки, а последнее слагаемое связано со спиновым 
расщеплением уровней энергии электрона в магнитном 
поле. Оно совпадает с энергией двухуровневой систе-
мы с расстоянием между уровнями 2 B Bμ . Из форму-
лы (15) видно, что магнитное поле не влияет на сла-
Рис. 2. Температурная зависимость амплитуды осциллирую-
щей части теплоемкости (11) для значений параметров, при-
веденных в тексте. 
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гаемое в теплоемкости, обусловленное продольным 
движением электронов. В свою очередь, модуляция не 
сказывается на теплоемкости, связанной с круговым 
движением электронов и спиновым расщеплением 
уровней. 
Используя представление функции Бесселя в виде 
ряда и ее асимптотику, убеждаемся в том, что «про-
дольная» часть теплоемкости (15) равна 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }2 22|| 0 0 0 01 22
, 1,
2
, 1.
NC I I I I
N
N
βΔ βΔ βΔ βΔ βΔ
βΔ
βΔ
−⎡ ⎤= + − ⎡ ⎤ =′′ ′ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
⎧⎪= ⎨⎪⎩


 
Этот результат согласуется с классической теоре-
мой о равномерном распределении энергии по степе-
ням свободы [24]. Его физический смысл очевиден. 
Если энергия теплового движения электронов 1β−  ма-
ла по сравнению с амплитудой модулирующего потен-
циала, электроны совершают малые колебания в ямах 
модулирующего потенциала. Эти колебания дают 
вклад в теплоемкость, равный N . Если же 1β−  пре-
вышает амплитуду Δ  модуляции, электроны совер-
шают свободное движение вдоль трубки. Вклад этого 
движения в теплоемкость равен 2N . Таким образом, 
слагаемое ||C  с ростом температуры монотонно убыва-
ет от значения N  к 2N . «Поперечная» часть тепло-
емкости зависит от магнитного потока. В слабых маг-
нитных полях 0Φ Φ , что позволяет пренебречь 
влиянием магнитного поля на «поперечную» часть 
теплоемкости C⊥ . Тогда из (15) получим для нее пре-
дельные выражения*: 
( ) ( )
0
2
0 0 0
2, 1,
exp , 1.
N
C
N
βε
βε βε βε⊥
⎧⎪= ⎨ −⎪⎩


 
Как и следовало ожидать, высокотемпературный пре-
дел C⊥  соответствует теореме о равнораспределении 
энергии по степеням свободы. 
Заключение 
Сверхрешетка на поверхности нанотрубки сущест-
венно влияет на ее свойства. Она может быть получена 
путем внедрения фуллеренов или других примесных 
центров в нанотрубку [32,33], а также в том случае, 
когда нанотрубка находится на подложке, с которой 
она обменивается зарядом [34]. В отсутствие сверхре-
шетки спектр трубки в продольном магнитном поле 
представляет собой набор одномерных соприкасаю-
щихся подзон, границы которых неэквидистантны. 
Периодический модулирующий потенциал, искусст-
венно созданный на поверхности трубки, превращает 
этот спектр в систему минизон, ширины которых оп-
ределяются амплитудой модулирующего потенциала. 
В продольном магнитном поле его амплитуда и период 
не зависят от напряженности магнитного поля. Мини-
зоны разделены энергетическими щелями, ширины 
которых определяются отношением ширины минизоны 
к величине вращательного кванта и зависят от напря-
женности магнитного поля. Плотность электронных 
состояний имеет корневые особенности на границах 
минизон. С ростом радиуса трубки минизоны пере-
крываются, ее спектр становится сплошным. 
В работе рассчитаны плотность состояний, химиче-
ский потенциал, энергия и теплоемкость вырожденно-
го и невырожденного электронного газа на поверхно-
сти нанотрубки с металлическим характером 
проводимости в продольном магнитном поле. Показа-
но, что упомянутые термодинамические величины со-
держат монотонные и осциллирующие части. В соот-
ветствии с принципом Паули монотонная часть 
теплоемкости вырожденного электронного газа про-
порциональна температуре. Теплоемкость испытывает 
осцилляции, похожие на осцилляции де Гааза–ван 
Альфена, обусловленные прохождением особенностей 
плотности состояний через границу Ферми с измене-
нием плотности электронов. Эти осцилляции сохраня-
ются и в отсутствие магнитного поля. Теплоемкость 
испытывает также осцилляции Ааронова–Бома с изме-
нением магнитного потока через сечение трубки. Изу-
чение теплоемкости позволяет проследить за перехо-
дом от режима локализованных в ямах модулирую-
щего потенциала состояний электронов к режиму их 
свободного движения вдоль трубки. 
Авторы выражают благодарность В.М. Гвоздикову 
за обсуждение результатов работы. 
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Heat capacity of electron superlattice gas 
on the nanotube surface in magnetic field 
A.M. Ermolaev, G.I. Rashba, and M.A. Solyanik 
The effect of modulating potential of the nanotube 
surface on heat capacity of degenerate and nondegene-
rate electron gas in a longitudinal magnetic field is 
considered. This thermodynamic value is represented 
by oscillating and monotonic terms. The heat capacity 
of degenerate electron gas exhibits de Haase–van Al-
phen type oscillations dependent on density of elec-
trons and Aharonov–Bohm type ones dependent on in-
tensity of magnetic flux through the nanotube cross-
section. As for nondegenerate electron gas there occur 
only Aharonov–Bohm type oscillations. Investigation 
into heat capacity makes it possible to follow the tran-
sition from the localized condition of electrons in 
modulating potential wells to their free motion along 
the tube. The limiting transition to a two-dimensional 
superlattice gas is considered. 
PACS: 73.63.Fg Nanotubes; 
65.80.+n Thermal properties of small par-
ticles, nanocrystals and nanotubes; 
65.40.Ba Heat capacity; 
74.78.Fk Multilayers, superlattices, hetero-
structures. 
Keywords: nanotube, superlattice, degenerate and non-
degenerate electron gas, heat capacity, magnetic field.
 
